Techniques complexes d'étude d'E.D.O. by Cerveau, D. et al.
Publ. Mat. 52 (2008), 473–502
TECHNIQUES COMPLEXES D’E´TUDE D’E.D.O.
D. Cerveau, D. Garba Belko, et R. Meziani
Avec un appendice de J. Ribo´n
Abstract
We relate some properties of complexifications of real analytic
foliations with problems such that existence of first integrals or
convergent normalizations. Holomorphic diffeomorphisms having
an invariant real foliation play a crucial role.
1. Introduction
Conside´rons un feuilletage analytique re´el FRω a` l’origine de R
2. Il
est donne´ par un germe de 1-forme analytique ω = a(x1, x2) dx1 +
b(x1, x2) dx2. Son complexifie´ F
C
ω est donne´ par la meˆme forme, mais
vue en complexe : ωC = a(z1, z2) dz1 + b(z1, z2) dz2 avec les notations
habituelles z1 = x1 + iy1 et z2 = x2 + iy2. Soient ∆
C(ρ) et ∆R(ρ) =
∆C(ρ) ∩ R2 des polydisques de rayon ρ centre´s en 0 dans C2 et R2 res-
pectivement. On suppose ρ suffisamment petit pour que les germes ωC
et ω posse`dent des repre´sentants sur ces polydisques (on garde la meˆme
notation). Soit (x1, x2) un point de ∆
R(ρ) ; on note LC(x1,x2)(ρ) (respecti-
vement LR(x1,x2)(ρ)) la feuille de F
C
ω dans ∆
C(ρ) (respectivement de FRω
dans ∆R(ρ)). Il se peut que l’intersection LC(x1,x2)(ρ)∩R
2 de la feuille com-
plexe avec le plan re´el contienne strictement la feuille re´elle LR(x1,x2)(ρ).
Evidemment LC(x1,x2)(ρ)∩R
2 est constitue´ de feuilles de FRω dans ∆
R(ρ).
Chacune de ces feuilles, autres que LR(x1,x2)(ρ) sera appele´e compagnon
non trivial de LR(x1,x2)(ρ).
Nous dirons que chaque feuille du germe FRω posse`de un compagnon
non trivial si on a la proprie´te´ qui suit : pour tout ρ il existe ρ′ < ρ tel que
pour tout (x1, x2) ∈ ∆R(ρ′), la feuille LR(x1,x2)(ρ) posse`de un compagnon
non trivial.
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Bien suˆr on peut donner des de´finitions en toute dimension mais nous
n’en ferons pas usage. Voici un exemple e´le´mentaire : conside´rons le
feuilletage de R2 donne´ par les niveaux de la forme quadratique q = x1x2.
Alors que la feuille re´elle LR(1,1)est la demi branche d’hyperbole x1x2=1
passant par le point (1, 1), l’intersection LC(1,1) ∩R
2 est l’hyperbole com-
ple`te avec ses deux composantes passant par ce meˆme point. Lorsque
l’on perturbe le feuilletage ci-dessus en un feuilletage donne´ par ω = dq+
h.o.t. la topologie des feuilles ne change pas au sens ou` la contemplation
du portrait de phase du feuilletage FRω ne permet pas de conclure quoique
ce soit sur son type analytique ; par exemple on ne peut pas de´cider de
l’existence ou non d’inte´grale premie`re analytique non constante. Il n’en
va pas de meˆme si l’on conside`re les feuilles et leur compagnons. Nous
montrerons en particulier le re´sultat suivant :
The´ore`me 1.1. Soit FRω un germe de feuilletage analytique en l’ori-
gine de R2 de´fini par la 1-forme ω = d(x1x2) + h.o.t. Si chaque feuille
de FRω admet un compagnon non trivial, alors F
R
ω posse`de une inte´grale
premie`re analytique non constante.
Nous donnerons un e´nonce´ plus ge´ne´ral et nous e´tudierons le proble`me
des compagnons pour les feuilletages donne´s par une 1-forme a` 1-jet non
nul. Comme d’habitude le cas “noeud-col” est proble´matique. Nous ob-
serverons plusieurs exemples ou` nous verrons que l’ensemble des compa-
gnons peut s’ave´rer dense et de´nombrable.
Dans le meˆme ordre d’ide´e nous avons cherche´ a` comprendre, un
feuilletage FRω e´tant donne´, le sature´ par le complexifie´ F
C
ω de l’espace
ambiant total R2. Nous le notons FCω (R
2). Par exemple, si FRω est un
feuilletage line´aire, c’est a` dire donne´ par une 1-forme line´aire, on ob-
serve que FCω (R
2) est une feuille d’un feuilletage analytique re´el de co-
dimension 1 de´fini a` l’origine de R4 ≃ C2. Comme nous le verrons cette
feuille peut eˆtre d’adhe´rence une hypersurface analytique : c’est le cas
pour le feuilletage x1x2 = constante ou` FCω (R
2) est un coˆne quadratique
de R4. Mais cette feuille peut eˆtre aussi dense. On peut comprendre
les the´ore`mes de rigidite´ qui seront pre´sente´s dans le cadre qui suit (les
hypothe`ses sont ici plus fortes que dans le corpus du texte). En 1999,
D. Burns et X. Gong [BGo] ont montre´ un re´sultat de type Morse pour
les hypersurfaces Levi-flat ; si H est une hypersurface Levi-flat donne´e
en 0 ∈ Cn par :
Re(z21 + · · ·+ z
2
n) + o(|z|
2) = 0
il existe un biholomorphisme qui transforme H en la quadrique :
Re(z21 + · · ·+ z
2
n) = 0.
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En utilisant ce re´sultat on montre le the´ore`me suivant :
The´ore`me 1.2. Soit FRω un germe de feuilletage analytique a` l’origine
de R2, de´fini par une 1-forme analytique ω. On suppose que le 1-jet de ω
en l’origine est J1ω = d(x1x2). Si FC(R2) est une hypersurface ana-
lytique re´elle a` singularite´ quadratique, alors FRω posse`de une inte´grale
premie`re analytique de Morse.
Preuve: L’hypersurfaceFCω (R
2) est Levi-plate ; son feuilletage en courbes
complexes est donne´ par la restriction ωC/F
C
ω (R
2). Soit (f = 0) une
e´quation analytique re´duite de FCω (R
2). Comme la singularite´ est sup-
pose´e quadratique le 2-jet de f est une forme quadratique q. En conside´-
rant la renormalisation par les homothe´ties t Id, ou` t appartient a` R, et
en faisant tendre t vers 0, on observe que, a` multiplication scalaire pre`s :
q = x1y2 + x2y1.
D’apre`s Burns et Gong [BGo] il existe un biholomorphisme Φ de C20
tel que f ◦ Φ = 0 soit le coˆne q = 0. Par suite la deux forme Φ∗ωC ∧
d(z1z2) qui s’annule sur q = 0, est identiquement nulle. Il en re´sulte
que Φ∗ωC posse`de l’inte´grale premie`re z1z2. Ce qui confirme le re´sultat
annonce´.
Nous verrons plus loin que l’hypothe`se “singularite´ quadratique” n’est
pas ne´cessaire. La ge´ne´ralisation du re´sultat ci-dessus a` des proble`mes de
“normalisation” de feuilletage est base´e sur un the´ore`me de rigidite´ des
diffe´omorphismes. Plus pre´cisement J. Ribo´n montre, en appendice a` cet
article, qu’un diffe´omorphisme holomorphe et tangent a` l’identite´ de C,0
est holomorphiquement conjugue´ a` sa forme normale formelle lorsqu’il
laisse invariant un feuilletage analytique de R2,0 ≃ C,0.
Remerciements. Nous remercions Alcides Lins Neto, Daniel Panaz-
zolo et Frank Loray pour leurs contributions. Nous remercions e´galement
Jean-Christophe Yoccoz pour ses remarques fructueuses. Nous remer-
cions enfin le Referree qui a fait une objection pertinente sur la version
initiale de la Proposition 2.3.
2. Version hyperbolique du The´ore`me de
Poincare´-Lyapounov
Le feuilletage FRω est dit elliptique lorsque le 1-jet ω1 de ω ve´rifie : la
forme quadratique ω1(z1
∂
∂z1
+z2
∂
∂z2
) ne s’annule qu’en deux droites com-
plexes conjugue´es. Il est dit hyperbolique si ω1 est de rang maximum et la
forme quadratique ci-dessus s’annule sur deux droites re´elles distinctes.
Comme nous le rappellerons le The´ore`me de Poincare´-Lyapounov assure
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l’existence d’inte´grale premie`re de type Morse sous des hypothe`ses topo-
logiques sur les trajectoires. Il concerne les singularite´s de type elliptique.
Nous proposons une version hyperbolique sous des hypothe`ses portant
sur les compagnons. A titre d’exemple examinons le proble`me des com-
pagnons dans le cas des feuilletages line´aires. L’e´nonce´ qui suit peut eˆtre
lu globalement ou localement. L’ide´e de la preuve que l’on retrouve plus
loin est e´le´mentaire.
Proposition 2.1. Soit FRω un feuilletage line´aire de R
2 donne´ par la
1-forme ω = λx1 dx2 + x2 dx1, ou` λ ∈ R∗. Alors la feuille ge´ne´rique
de FRω posse`de un compagnon non trivial si et seulement si λ est ration-
nel.
Preuve: Le feuilletage FCω est aussi de´crit par le champ de vecteurs
line´aire X :
X = λz1
∂
∂z1
− z2
∂
∂z2
.
Les feuilles re´elles LR(x1,x2) sont donc parame´tre´es par le flot re´el :
exp (tX)(x1, x2) = (x1 exp (λt), x2 exp (−t)), t ∈ R.
Choisissons une condition initiale (x1, x2) avec x1x2 6= 0. La feuille com-
plexe de FCω passant par (x1, x2) est parame´tre´e par :
(u, v) 7−→ (x1 exp (λ(u + iv)), x2 exp (−(u + iv))), (u, v) ∈ R
2.
Pour que les deux coordonne´es soient re´elles il faut que v et λv appar-
tiennent a` Zπ. Ainsi si la feuille ge´ne´rique de FRω posse`de un compagnon
non trivial λ = pq , ou` p et q sont des entiers, pgcd(p, q) = 1, et q > 0. Si
tel est le cas, on choisit v = qπ et l’on remarque, puisque p et q ne sont
pas de meˆme parite´, que la courbe parame´tre´e re´elle :
u 7−→
(
x1 exp
(
p
q
u+ piπ
)
, x2 exp(−(u+ qiπ))
)
est contenue dans le complexife´ de LR(x1,x2). Mais elle n’est pas situe´e dans
le meˆme quadrant que LR(x1,x2). Elle parame`tre donc un compagnon non
trivial.
Dans le cas hyperbolique non line´aire on a les Propositions 2.2 et 2.3,
ci-dessous. Leur preuves utilisent la classification analytique des 1-formes
dite de Poincare´-Dulac dont voici l’e´nonce´ :
The´ore`me 2.1. Soit ω une 1-forme analytique ayant pour 1-jet J1ω =
λx1 dx2+ x2 dx1, ou` λ ∈ R∗. Il existe un syste`me de coordonne´es analy-
tiques (x1, x2) tel que FRω soit donne´ par l’une des formes suivantes :
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(1) ω = λx1 dx2 + x2 dx1 si λ ∈ R− \ (Z− ∪ 1/Z−).
(2) ω = (εxp2 + x1)p dx2 − x2 dx1, ou` p ∈ N
∗, ε = 0 ou 1 (si λ ∈
(Z− ∪ 1/Z−)).
(3) ω = λx1(1 + x1x2A(x1, x2)) dx2 + x2 dx1 si λ ∈ R+, avec A analy-
tique.
La premie`re proposition traite du cas “Poincare´-Dulac non line´ari-
sable”.
Proposition 2.2. Soit FRω un germe de feuilletage analytique hyperbo-
lique a` l’origine de R2, donne´ par une 1-forme ω = (xp2 + x1)p dx2 −
x2 dx1, ou` p ∈ N. La feuille ge´ne´rique de FRω ne posse`de pas de compa-
gnon non trivial.
Preuve: Le feuilletage FCω est de´crit par le champ de vecteurs X :
X = (zp2 + z1)p
∂
∂z1
+ z2
∂
∂z2
dont le flot parame`tre les feuilles re´elles LR(x1,x2) :
exp (tX)(x1, x2) = ((px
p
2t+ x1) exp (pt), x2 exp (t)), t ∈ R.
Pour (x1, x2) fixe´, avec x1x2 6= 0, les feuilles complexes sont parame´tre´es
par :
(u, v) 7−→ ((pxp2(u + iv) + x1) exp (p(u+ iv)), x2 exp (u+ iv)).
Pour que les deux coordonne´es soient re´elles il faut que v soit nul. L’in-
tersection de la feuille complexe passant (x1, x2) avec le plan re´el est
donc la feuille re´elle LR(x1,x2). On en de´duit que la feuille ge´ne´rique ne
posse`de pas de compagnon non trivial.
La proposition qui suit ge´ne´ralise, au cas non line´aire, la Proposi-
tion 2.1 :
Proposition 2.3. Soit FRω un germe de feuilletage analytique hyper-
bolique a` l’origine de R2, donne´ par une 1-forme ω ayant pour 1-jet
λx1 dx2+x2 dx1, avec λ un rationnel qui n’est ni entier ni inverse d’en-
tier ne´gatifs. Si chaque feuille de FRω posse`de un compagnon non trivial,
alors ω admet une inte´grale premie`re analytique.
Preuve: D’apre`s le The´ore`me 2.1 on peut supposer que ω s’e´crit sous la
forme :
ω = λx1(1 + x1x2A(x1, x2)) dx2 + x2 dx1
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ou` A est une fonction analytique. Le feuilletage FCω est alors de´fini par
la forme : ωC = λz1(1 + z1z2A(z1, z2)) dz2 + z2 dz1. Puisque
ωC
(
∂
∂z2
)
= λz1(1 + z1z2A(z1, z2)),
le feuilletage FCω (germe) est transverse aux fibres de la projection Π:
(z1, z2)→ z1 en dehors de z1 = 0.
Soient ∆C(ρ) et ∆R(ρ) = ∆C(ρ) ∩ R2 des polydisques de rayon ρ
centre´s en 0 dans C2 et R2 respectivement. On suppose ρ suffisamment
petit pour que les germes ωC et ω posse`dent des repre´sentants sur ces
polydisques (on garde la meˆme notation) et tels que FCω soit transverse
aux fibres de la projection Π: (z1, z2)→ z1 en dehors de z1 = 0.
Soit (x1, x2) un point de ∆
R(ρ) ; on note LC(x1,x2)(ρ) (respectivement
LR(x1,x2)(ρ)) la feuille de F
C
ω dans ∆
C(ρ) (respectivement de FRω dans
∆R(ρ)). Par hypothe`se il existe ρ′ < ρ tel que pour tout (x1, x2) ∈
∆R(ρ′), la feuille LR(x1,x2)(ρ) posse`de un compagnon non trivial.
Quitte a` faire une transformation convenable, on peut supposer que
ρ = 2 et 1 < ρ′ < 2. De´sormais la feuille LCm(ρ) (respectivement L
R
m(ρ))
sera note´e LCm (respectivement L
R
m).
Distinguons les chemins suivants dans l’axe des z1 :
– γ1 : θ 7−→ exp (iθ), θ ∈ [0, π],
– γ2 : θ 7−→ exp (iθ), θ ∈ [π, 2π],
– γ = γ2.γ1 : θ 7−→ exp (iθ), θ ∈ [0, 2π].
γ1
γ2
0 1−1
Figure 1
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Introduisons les transversales Σ1 = {(1, z2)} et Σ−1 = {(−1, z2)}. Com-
me la projection Π est transverse a` FCω , en dehors de z1 = 0, la me´-
thode de rele`vement des chemins de [MaMo] permet de construire les
diffe´omorphismes holomorphes h1 : Σ1 → Σ−1 et h2 : Σ−1 → Σ1 obte-
nus en relevant dans les feuilles de FCω les chemins γ1 et γ2 respective-
ment. Plus pre´cisement, h1(1, z2) ∈ Σ−1 est l’extre´mite´ du chemin γ˜1
d’origine (1, z2), trace´ dans la feuille de LC(1,z2) et se projetant, par Π,
sur γ1. De meˆme h2(−1, z2) ∈ Σ1 est l’extre´mite´ du chemin γ˜2 d’ori-
gine (−1, z2), trace´ dans la feuille de L
C
(−1,z2)
et se projetant, par Π,
sur γ2. Le diffe´omorphisme d’holonomie h : Σ1 → Σ1, qui est la com-
position h2 ◦ h1, correspond a` la construction de rele`vement relatif au
lacet γ1.γ2. D’apre`s [MaMo] il suffit de montrer que h est pe´riodique
pour prouver la proposition ci-dessus.
Σ2
Figure 2
Faisons deux remarques sur le diffe´omorphisme d’holonomie h. Com-
me λ est rationnel, la description topologique des diffe´omorphismes ho-
lomorphes du type z 7−→ z exp (2iπλ) + h.o.t. nous indique qu’il existe
ρ′′ que l’on peut prendre plus petit que ρ′, tel que pour tout point m
dans D(0, ρ′′), l’une des demi-orbites {hn(m), n ∈ N} ou {h−n(m), n ∈
N} est bien de´finie. Plus precise´ment,m est dans le domaine de de´finition
de tous les hn, n ∈ N ou bien de tous les h−n, n ∈ N.
On note, dans toute la suite, σ l’involution de Cn de´finie par σ(z) = z¯,
inde´pendamment de n. L’invariance de FCω par σ implique que :
σ ◦ hn ◦ σ = h−n.
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En particulier si m ∈ D(0, ρ′′)∩R est un point re´el (σ(m) = m) alors m
appartient au domaine de de´finition de tous les ite´re´s de h.
Conside´rons a` pre´sent un point m = (1, x2), ou` x2 appartient a`
D(0, ρ′′) ∩ R, et notons LRm′ un compagnon non trivial de L
R
m. Alors
LRm′ coupe l’une des transversales Σ1 ou Σ−1 en un point re´el m
′ ; c’est
a` dire qu’on peut supposer que m′ = (1, x′2) ou m
′ = (−1, x′2). Soit δ˜
un chemin trace´ dans la feuille complexe LCm, joignant le point m a` m
′.
La projection de δ˜ par Π est un chemin δ joignant le point (0, 1) a` lui
meˆme ou bien au point (−1, 0) suivant le cas. On remarque que δ est a`
homotopie, a` extre´mite´s fixes, pre`s de l’un des types suivants :
(1) δ = γn(m), n(m) ∈ Z et n(m) 6= 0 si m′ = (1, x′2),
(2) δ = γn(m).γ1, n(m) ∈ Z si m′ = (−1, x′2).
Dans le cas (1) ceci implique que hn(m)(1, x2) est re´el ; c’est a` dire :
σ ◦ hn(m) ◦ σ(1, x2) = h
n(m)(1, x2).
L’invariance de FCω par σ implique que :
σ ◦ hn(m) ◦ σ(1, x2) = hσ(δ)(1, x2).
On en de´duit que :
σ ◦ hn(m) ◦ σ(1, x2) = h
−n(m)(1, x2)
et par suite que h2n(m)(1, x2) = (1, x2). Dans le cas (2) cela implique
que h1 ◦ hn(m)(1, x2) est re´el :
σ ◦ h1 ◦ h
n(m) ◦ σ(1, x2) = h1 ◦ h
n(m)(1, x2).
L’invariance de FCω par σ implique que :
σ ◦ hδ ◦ σ(1, x2) = hσ(δ)(1, x2)
ou` σ(δ) = γ−n(m) ◦ γ−12 . On en de´duit que :
σ ◦ h1 ◦ h
n(m) ◦ σ(1, x2) = h
−1
2 ◦ h
−n(m)(1, x2)
et par suite que :
h2n(m)+1(1, x2) = (1, x2).
On en de´duit que h posse`de une infinite´ non de´nombrable de points
pe´riodiques qui s’accumulent en 0, et donc h est pe´riodique.
Comme conse´quence de ce qui pre´ce`de on obtient une version hy-
perbolique du The´ore`me de Poincare´ -Lyapounov. Rappelons que ce
the´ore`me dit que si un feuilletage FRω , donne´ par une 1-forme dont le
1-jet est de rang 2, a sa feuille ge´ne´rique home´omorphe a` un cercle, alors
il posse`de une inte´grale premie`re de Morse (conjugue´e a` x21+x
2
2). Robert
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Moussu [Mo] en a donne´ une preuve utilisant les techniques analogues
a` celles que nous proposons ici.
The´ore`me 2.2. Soit ω un germe de 1-forme analytique, hyperbolique
a` l’origine de R2 donne´ par une 1-forme ω ayant pour 1-jet λx1 dx2 +
x2 dx1. On suppose que la feuille ge´ne´rique du feuilletage F
R
ω admet un
compagnon non trivial ; alors si λ est rationnel positif, ω posse`de une
inte´grale premie`re analytique re´elle. Si λ est ne´gatif alors ce dernier
est en fait rationnel et FRω admet, a` conjugaison analytique pre`s, une
inte´grale premie`re du type
xp
1
xq
2
.
Remarque. Si λ est irrationnel positif et satisfait la condition de Brujno
alors le feuilletage est line´arisable et il n’y a donc pas de compagnons
d’apre`s la Proposition 2.1. Lorsque λ est irrationnel bien approche´ par les
rationnels, il n’est pas clair que l’approche holonomique que nous propo-
sons ici soit valide, les points pe´riodiques que nous construisons n’e´tant
peut-eˆtre pas dans le domaine de de´finition des ite´re´s du diffe´omorphisme
d’holonomie.
Terminons ce paragraphe par le cas elliptique.
Proposition 2.4. Soit ω(x1, x2) une 1-forme analytique a` l’origine
de R2. On suppose que ω est elliptique. Alors la feuille ge´ne´rique de FRω
n’a pas de compagnon non trivial.
Preuve: Soit Π: C˜2,0 7−→ C
2
,0 le morphisme d’e´clatement de l’origine
de C2 muni des cartes (z1, t) et (s, z2) lie´es par les relations z2 = tz1
et st = 1. L’e´clate´ strict, F˜Cω , de F
C
ω a deux points singuliers P1 et P2
que l’on peut supposer de coordonne´es respectives (0, i) et (0,−i) dans
la carte (z1, t). On en de´duit que F
C
ω a deux se´paratrices complexes
conjugue´es C1 et C2. Quitte a` faire un changement analytique de coor-
donne´es on suppose que C˜1 = (t = i) et C˜2 = (t = −i), ou` C˜j est l’e´clate´
strict de Cj par Π. Le feuilletage F˜
C
ω est alors transverse a` la fibration
de Hopf. Puisque FCω n’a pas de se´paratrice re´elle le feuilletage F
R
ω est
monodromique au sens de [BeCeL]. Ce qui implique que toute feuille
de FRω coupe l’axe re´el x2 = 0. Conside´rons deux points m et m
′ dis-
tincts de la courbe re´elle x2 = 0, appartenant a` une meˆme feuille com-
plexe LC. Il existe un chemin continu δ, contenu dans LC, joignant m
a` m′. L’e´clate´ strict δ˜ de δ, par Π, est un chemin joignant Π−1(m) a`
Π−1(m
′
) dont la projection selon la fibration de Hopf est un lacet γ.
Puisque F˜Cω n’a que deux singularite´s non re´elles ce lacet est homotope
a` une puissance de γ0, ou` γ0 est un lacet d’indice ±1 autour de P1 et
de support R˜2,0 ∩ Π
−1{(0, 0)}. On en de´duit qu’il existe un morceau de
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feuille du feuilletage re´el FRω joignant m a` m
′ ; et par suite les feuilles
re´elles passant par m et m′ sont identiques.
3. Cas des selle-noeuds
Rappelons qu’un feuilletage est dit de type selle-noeud s’il est donne´
par une 1-forme ω dont le 1-jet est du type x1 dx2. Soit F
C
ω un feuille-
tage de type selle-noeud. On sait d’apre`s Dulac [MarRa1], [MarRa2]
que ω est formellement conjugue´e a` la suivante appele´e forme normale :
ωp,λ = z
p+1
1 dz2 − z2(1 + λz
p
1) dz1. On dit que F
C
ω est normalisable
si ω est holomorphiquement conjugue´e a` sa forme normale. Dans ce
cas FCω posse`de deux se´paratrices, l’une dite forte et l’autre dite cen-
trale ou faible. La pre´sence de compagnon non trivial n’implique pas
syste´matiquement de re´sultats de type normalisation analytique comme
le montre la proposition suivante :
Proposition 3.1. Il existe un feuilletage de Riccati de type selle-
noeud FRω tel que chaque feuille de F
R
ω admette un compagnon non trivial
et qui n’est pas analytiquement normalisable.
3.1. Rappels sur la classification des selle-noeuds.
Nous rappelons certains re´sultats de la classification des selle-noeuds
que l’on trouve dans [MarRa1], [MarRa2]. Soit ω un germe de 1-forme
holomorphe de type selle-noeud a` l’origine de C2 ; Dulac a montre´ qu’il
existe un syste`me de coordonne´es holomorphes dans lequel ω s’e´crit sous
la forme ω = zp+11 dz2 − f(z1, z2) dz1, avec f(0, z2) = z2 et p ∈ N
∗. On
voit, alors, que toutes les droites verticales a` l’exception de la “se´paratrice
forte” (z1 = 0) sont transverses au feuilletage de´fini par ω = 0. En outre
il a montre´ qu’il existe une transformation formelle fibre´e Φˆ(z1, z2) =
(z1, ϕˆ(z1, z2)), ϕˆ ∈ C[[z1, z2]] telle que :
ω ∧ Φˆ∗ωp,λ = 0.
En ge´ne´ral la “normalisante” formelle Φˆ est divergente et l’on se de-
mande si, comme dans le cas hyperbolique, la pre´sence de compagnons
implique la convergence de la normalisation. D’apre`s le The´ore`me de
Hukuhara-Kimura-Matuda [HKM], dans la variable z1, il existe une
collection d’ouverts sectoriels (V −k , V
+
k )k∈Z/pZ recouvrant un voisinage
e´pointe´ de z1 = 0, du meˆme type que ceux donne´s par le The´ore`me de la
fleur de Leau ; sur chacun d’eux on dispose d’une transformation fibre´e
holomorphe :
Φ±k : V
±
k × D →֒ V
±
k × D
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dont le de´veloppement asymptotique est Φˆ, avec prolongement continu
le long de la varie´te´ forte, et redressant sur V ±k × D le selle-noeud sur
son mode`le formel :
ω ∧ (Φ±k )
∗ωp,λ = 0.
Ce mode`le formel admet une inte´grale premie`re multiforme de type :
Hp,λ(z1, z2) = z2z
−λ
1 exp
1
pzp1
.
Soit H±k une de´termination de Hp,λ de´finie et uniforme sur V
±
k . En
conside´rant le syste`me de coordonne´es donne´ par (z1, z2) 7−→ (z1, z
±
k =
H±k (z1, z2)) on ve´rifie les assertions suivantes :
(1) Les feuilles du feuilletage FCω , induit par ω a` l’origine de C
2, sont
simplement connexes sur chaque ouvert V ±k ×D et sont parame´tre´es
par C.
(2) Au dessus de l’intersection de deux secteurs conse´cutifs V +k ∩ V
−
k
(resp. V −k ∩ V
+
k+1) les feuilles ont un comportement de type col
(resp. noeud) : elles explosent (resp. convergent) lorsque l’on s’ap-
proche de la singularite´. L’application de transition Φ−k ◦ (Φ
+
k )
−1
(resp. Φ+k+1 ◦ (Φ
−
k )
−1) induit une transformation sectorielle Φ0k
(resp. Φ∞k ) qui est de´crite, dans les coordonne´es (z1, z
±
k ) par une
application (z1, ϕ
0
k) (resp. (z1, ϕ
∞
k )), ou` ϕ
0
k (resp. ϕ
∞
k ) est un germe
de diffe´omorphisme de C0 (resp. une transformation affine).
Lorqu’en particulier ω est le complexifie´ d’une 1-forme analytique
re´elle, Φˆ commute avec σ. L’action de σ sur les secteurs se traduit de
l’une des fac¸ons, exclusives, suivantes :
(1) σ(V ±k ) = V
−±
2l−k,
(2) σ(V ±k ) = V
−±
2l−k−1,
ou` l ∈ Z/pZ et −± de´signe le signe contraire de ±. Quitte a` changer la
nume´rotation du chapelet polarise´ oriente´ on suppose que l = 0. Dans le
premier cas l’invariance de FCω par σ entraˆıne que les diagrammes :
(V +k ∩ V
−
k )× D
σ
−−−−→ (V −−k ∩ V
+
−k)× D
Φ0k
y y(Φ0−k)−1
(V +k ∩ V
−
k )× D
σ
−−−−→ (V −−k ∩ V
+
−k)× D
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et
(V −k ∩ V
+
k+1)× D
σ
−−−−→ (V +−k ∩ V
−
−k−1)× D
Φ∞k
y y(Φ∞−k)−1
(V −k ∩ V
+
k+1)× D
σ
−−−−→ (V +−k ∩ V
−
−k−1)× D
sont commutatifs. Via les coordonne´es (z1, z
±
k ) la commutativite´ des dia-
grammes ci-dessus se traduit par :
(1) ((ϕ0k)
−1, (ϕ∞k )
−1) = (σ ◦ ϕ0−k ◦ σ, σ ◦ ϕ
∞
−k ◦ σ).
Dans le second cas l’invariance de FCω par σ implique que les diagrammes
suivants sont commutatifs :
(V +k ∩ V
−
k )× D
σ
−−−−→ (V −−k−1 ∩ V
+
−k−1)× D
Φ0k
y y(Φ0−k−1)−1
(V +k ∩ V
−
k )× D
σ
−−−−→ (V −−k−1 ∩ V
+
−k−1)× D
et
(V −k ∩ V
+
k+1)× D
σ
−−−−→ (V +−k−1 ∩ V
−
−k−2)× D
Φ∞k
y y(Φ∞−k−2)−1
(V −k ∩ V
+
k+1)× D
σ
−−−−→ (V +−k−1 ∩ V
−
−k−2)× D.
On en de´duit ici que :
(2) ((ϕ0k)
−1, (ϕ∞k )
−1) = (σ ◦ ϕ0−k−1 ◦ σ, σ ◦ ϕ
∞
−k−2 ◦ σ).
Remarque 3.1. Il n’est pas e´tonnant qu’on ait des relations de type (1)
ou (2). En effet le ge´ne´rateur d’holonomie de la se´paratrice forte, z1 = 0,
ve´rifie σ ◦ h ◦ σ = h−1. Or ceci est e´quivalent, d’apre`s [Na], [Tre´], a` la
donne´e d’une anti syme´trie antiholomorphe sur le chapelet de sphe`res
associe´ a` h.
Re´ciproquement on a le :
Lemme 3.1. Soit ω = zp+11 dz2 − f(z1, z2) dz1, avec f(0, z2) = z2
et p ∈ N∗, une 1-forme holomorphe a` l’origine de C2. Si le chapelet de
sphe`res (ϕ0k, ϕ
∞
k ), associe´ a` ω, ve´rifie les relations (1) ou (2) ci-dessus,
alors ω est holomorphiquement conjugue´e au complexifie´ d’une 1-forme
analytique re´elle.
Techniques Complexes d’E´tude d’E.D.O. 485
Preuve: Nous la pre´sentons dans le cas (1) et laissons le soin au lecteur
de l’adapter au cas (2). Notons Θ±k la restriction de σ a` (V
±
k ∪V
−±
−k )×D ;
et posons :
Θ˜±k = Φ
−±
−k ◦Θ
±
k ◦ (Φ
±
k )
−1 sur V ±k × D, et
Θ˜±k = Φ
±
k ◦Θ
±
k ◦ (Φ
−±
−k )
−1 sur V −±k × D.
Par construction Θ˜±k est une involution antiholomorphe sur (V
±
k ∪V
−±
−k )×
D qui se prolonge continuˆment sur la se´paratrice forte. Puisque σ laisse
invariant le feuilletage FCωp,λ , on en de´duit que Θ˜
±
k pre´serve le feuille-
tage FCω/(V
±
k ∪ V
−±
−k )×D. Les relations (1) assurent que les involutions
antiholomorphes (Θ˜+k , Θ˜
−
k ), ou` k appartient a` Z/pZ, se recollent en une
involution antiholomorphe Θ˜, sur (
⋃
k(V
±
k ∪ V
−±
−k ))×D, qui se prolonge
continuˆment sur la se´paratrice forte, et qui pre´serve le feuilletage FCω
de´fini par ωC a` l’origine de C2. L’application Θ˜ induit un germe d’involu-
tion antiholomorphe de C2,0. Et comme toute involution antiholomorphe
de C2,0 est holomorphiquement conjugue´e a` σ, le re´sultat en de´coule.
3.2. Preuve de la Proposition 3.1.
Conside´rons le chapelet (ϕ00, ϕ
∞
0 ), de Diff(C, 0)×Aut(C), de´fini par :
ϕ00 = −z,
ϕ01 = ϕ
0
4 =
z
1 + iz
,
ϕ02 = ϕ
0
3 =
z
1− iz
, et
ϕ∞k = z, pour k ∈ Z/5Z,
ou` Diff(C, 0) est le groupe des germes de diffe´omorphismes holomorphes
de C,0 et Aut(C) celui des automorphismes de C. D’apre`s un re´sultat de
Martinet-Ramis [MarRa2] ce chapelet est re´alise´ par un selle-noeud ω¨
du type ω¨ = z61 dz2 − f(z1, z2) dz1, avec f(0, z2) = z2. Par construction
il ve´rifie les relations (1). D’apre`s le lemme pre´ce´dent ω¨ est a` conju-
gaison analytique pre`s le complexifie´ d’une 1-forme analytique re´elle
ω = x61 dx2 − f(x1, x2) dx1. Puisque les automorphismes ϕ
∞
k sont tri-
viaux, d’apre`s [MarRa1], [MarRa2], ω admet une varie´te´ centrale dont
le ge´ne´rateur d’holonomie h est e´gal :
h(z) = ϕ∞4 ◦ ϕ
0
4 ◦ ϕ
∞
3 ◦ ϕ
0
3 ◦ ϕ
∞
2 ◦ ϕ
0
2 ◦ ϕ
∞
1 ◦ ϕ
0
1 ◦ ϕ
∞
0 ◦ ϕ
0
0(z) = −z.
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On en de´duit que chaque feuille re´elle admet un compagnon non tri-
vial. Comme les ϕ0k sont des homographies, ω = 0 est analytiquement
conjugue´e a` une e´quation de Riccatti. En outre ω n’est pas holomorphi-
quement normalisable puisque les ϕ0k ne sont pas line´aires.
4. Cas de´ge´ne´re´s
Nous nous inte´ressons dans ce paragraphe au cas des 1-formes a`
1-jet nul. Avant d’e´noncer les re´sultats pre´cisons en la terminologie.
Notons C(x1, x2) le corps des fractions de C{x1, x2} muni des de´ri-
vations (∂x1 , ∂x2). Rappelons qu’une extension Liouvillienne du corps
diffe´rentiel C(x1, x2) est une extension diffe´rentielle (K,∆) telle que :
C(x1, x2) ⊂ (K1,∆1) ⊂ · · · ⊂ (Kn,∆n) = (K,∆) ou` :
– Le corps des constantes de (K,∆) est C et ∆j/Kj−1 = ∆j−1.
– Le corps Kj = Kj−1(tj) est une extension diffe´rentielle de Kj−1 de
l’un des types suivants :
(1) tj est alge´brique sur Kj−1,
(2) pour toute de´rivation δ de ∆j , δtj/tj est un e´le´ment de Kj−1,
(3) pour toute de´rivation δ de ∆j , δtj est un e´le´ment de Kj−1.
Une fonction Liouvillienne est par de´finition une fonction appartenant
a` une extension Liouvillienne de C(x1, x2). Notons qu’une 1-forme ho-
lomorphe non dicritique [CeMa], dont la re´duction des singularite´s se
fait en un e´clatement et ne contient pas de selle-noeud, admet, d’apre`s
[CeMa], [P], une inte´grale premie`re de type Liouville si et seulement
si le groupe d’holonomie projective de son diviseur exceptionnel est
re´soluble holomorphiquement normalisable. Le The´ore`me 2.2 sugge`re
que la pre´sence de compagnons force l’existence d’inte´grales premie`res
d’un certain type. Il n’en est pas toujours ainsi comme nous l’avons vu
dans le cas selle-noeud. Nous pre´sentons ici des exemples a` re´duction
des singularite´s simples, et a` “holonomie complique´e” avec pre´sence de
compagnons.
Proposition 4.1. Il existe une 1-forme analytique re´elle ω a` l’origine
de R2, telle que :
(1) chaque feuille du germe feuilletage FRω , induit par ω a` l’origine
de R2, admet un compagnon non trivial,
(2) FRω n’admet pas d’inte´grale premie`re de type Liouville,
(3) FCω se de´singularise en un e´clatement, sans selle-noeud dans la
re´solution.
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La preuve de la proposition ci-dessus est constructive ; elle utilise le
re´sultat suivant :
Lemme 4.1. Il existe deux germes de diffe´omorphismes holomorphes a`
l’origine de C, pe´riodiques d’ordre 4, g1 et g2 tels que :
(1) le groupe G engendre´ par g1 et g2 est non re´soluble,
(2) g−11 (z) = σ ◦ g2 ◦ σ(z).
Preuve: Soient ϕ(z) = z+ z2+ iz3 et θ(z) = iz. Posons g1 = ϕ
−1 ◦ θ ◦ϕ,
ψ = σ ◦ ϕ ◦ σ et g2 = ψ
−1 ◦ θ ◦ ψ. Par construction g1 et g2 sont des
diffe´omorphismes pe´riodiques d’ordre 4. En outre on a :
σ ◦ g−12 ◦ σ = σ ◦ (ψ
−1 ◦ θ ◦ ψ) ◦ σ
= σ ◦ ψ−1 ◦ σ ◦ (σ ◦ θ ◦ σ) ◦ σψ ◦ σ
= ϕ−1 ◦ θ ◦ ϕ
= g1.
Le groupe G contient deux e´le´ments tangents a` l’identite´ a` des ordres
diffe´rents. En effet on a :
g1(z) = iz + (1 + i)z
2 − 2iz3 + (i− 7)z4 + h.o.t.
g21(z) = −z − 2z
2 − 4z3 + (−12 + 6i)z4 + h.o.t.
g2(z) = iz + (1 + i)z
2 + (4− 2i)z3 + (−1− 13i)z4 + h.o.t.
g22(z) = −z − 2z
2 − 4z3 + (−12− 6i)z4 + h.o.t.
g22 ◦ g
2
1(z) = z − 12iz
4 + h.o.t.
g32 ◦ g1(z) = z + 4iz
3 + h.o.t.
L’existence dans G de deux e´le´ments tangents a` l’identite´ a` des ordres
diffe´rents implique, d’apre`s [CeMo], que G est non re´soluble.
Preuve de la Proposition 4.1: Soit Π: C˜2,0 −→ C
2
,0 le morphisme d’e´cla-
tement de l’origine de C2 muni cartes (z1, t) et (s, z2) lie´es par les re-
lations z2 = tz1 et st = 1. Conside´rons un lacet γ0 (resp. γ1, γ2)
dans le diviseur exceptionnel Π−1{(0, 0)} de point de base (z1 = 0 ,
t = 0) et d’indice 1 autour de P0 (resp. P1, P2) de coordonne´es (0,−1)
(resp. (0, exp (2pii3 ), (0, exp (
−2pii
3 )) dans la carte (z1, t). Posons :
h1(z) = [g1(z
4)]
1
4 , h2(z) = [g2(z
4)]
1
4 , h0 = h
−1
1 ◦ h
−1
2
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ou` on a conside´re´ une de´termination de z
1
4 pour laquelle (z4)
1
4 = iz,
g1 et g2 e´tant les e´le´ments de Diff(C, 0) construits dans le lemme pre´ce´-
dent. Par construction on a :
h−11 = σ ◦ h2 ◦ σ et h
−1
0 = σ ◦ h0 ◦ σ.
D’apre`s une version re´elle du The´ore`me de synthe`se de A. Lins Neto [L],
[G], [BeCeL], il existe un germe 1-forme analytique re´elle ω, a` l’origine
de R2, qui ve´rifie :
(1) les singularite´s de F˜Cω , e´clate´ strict du feuilletage F
C
ω par Π, sont
P0, P1 et P2,
(2) les se´paratrices de F˜Cω sont t = −1, t = exp (
2pii
3 ), t = exp (
−2pii
3 ),
et le diviseur exceptionnel,
(3) F˜Cω a toutes ses singularite´s re´duites,
(4) le diffe´omorphisme d’holonomie, e´value´ sur la transversale t = 0 et
associe´ au lacet γi ⊂ Π−1{(0, 0)} \ {P0, P1, P2}, est hi, i = 0, 1, 2.
Par construction le groupe d’holonomie projective H de F˜Cω est un re-
veˆtement ramifie´ de G ; il est donc non re´soluble. D’apre`s [BeCeL], [P],
F˜Cω et par suite ω n’admet pas d’inte´grale premie`re de type Liouville.
La droite x2 = −x1, image de t = −1 par Π, est une se´paratrice de ω
qui divise tout polydisque U de R2 centre´ en (0, 0), assez petit en trois
composantes connexes : U ∩ {x2 > −x1}, U ∩ {x2 < −x1} et U ∩ {x2 =
−x1}. Par le choix de la de´termination de z
1
4 , on a :
h81(z) = −z.
On en de´duit que les feuilles de FRω , passant par les points (x1, 0) et
(h81(x1), 0), pour x1 assez petit, qui sont contenues dans la meˆme feuille
complexe, se trouvent de part et d’autre de la se´paratrice x1 = −x2. ;
elles ne sont donc pas identiques. Par conse´quent chaque feuille de FRω
admet un compagnon non trivial.
Le feuilletage ci-dessus, ainsi construit, n’est pas monodromique ;
l’obstruction est duˆe a` la pre´sence d’une se´paratrice re´elle (x1 = −x2).
Son type topologique est donne´ par la figure suivante. Le re´sultat ci-
dessous montre que, dans le cas des feuilletages a` configuration centrale,
c’est a` dire dont les feuilles sont home´omorphes a` des cercles, la pre´sence
de compagnons non triviaux, n’implique pas non plus, syste´matiquement,
l’existence d’inte´grale premie`re de type Liouville ; il donne une indication
sur la complexite´ des compagnons.
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x1
x2
0
Figure 3. Allure du portrait des phases
Proposition 4.2. Il existe un germe de 1-forme analytique re´elle ω, a`
configuration centrale, a` l’origine de R2 tel que :
(1) FRω n’admet pas d’inte´grale premie`re de type Liouville,
(2) chaque feuille de FRω admet une infinite´ de´nombrable et dense de
compagnons non triviaux.
Preuve: La construction suit la meˆme ide´e que la pre´ce´dente. Conside´-
rons les diffe´omorphismes holomorphes l1, l2 et l3 de´finis comme suit :
l1(z) =
z
1 + z
, l2(z) =
z
1 + z2
, et l3(z) = −l
−1
1 ◦ l
−1
2 (z).
Par construction on a :
l3 ◦ l2 ◦ l1(z) = −z.
D’apre`s [BeCeL, The´ore`me 2.3] il existe un germe de 1-forme monodro-
mique ω qui posse`de les proprie´te´s suivantes :
(1) l’application premier retour de Poincare´, repre´sente´e sur la trans-
versale t = 0, est holomorphiquement conjugue´e a` l = l3 ◦ l2 ◦ l1,
(2) la re´duction minimale des singularite´s de FCω se fait en un e´clate-
ment,
(3) le groupe d’holonomie projective H de Π−1{(0, 0)} \ Sing F˜Cω est
engendre´ par l1, l2, l3, k1, k2 et k3, ou` ki = σ◦ li ◦σ pour i = 1, 2, 3.
La 1-forme ω est a` configuration centrale car son application premier re-
tour de Poincare´ est donne´ par l◦l qui est l’identite´. Le groupe H est non
re´soluble puisqu’il contient l1 et l2 qui sont tangents a` l’identite´ a` des
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ordres diffe´rents. Par conse´quent FRω ne posse`de pas d’inte´grale premie`re
de type Liouville. Soit U un voisinage ouvert, assez petit, de (0, 0),
dans R2, dont le bord est une feuille. Comme FRω/U est a` configuration
centrale et que H contient le sous groupe non re´soluble et re´el 〈l1, l2〉 ; on
de´duit, de ce qui pre´ce`de et de [Na], que la feuille ge´ne´rique de FRω admet
une infinite´ de´nombrable et dense de compagnons non triviaux.
5. Ensembles sature´s FC
ω
(R2)
5.1. Desciption de FC
ω
(R2) pour les formes normalise´es.
On de´crit les ensembles sature´s FCω (R
2) pour les singularite´s norma-
lise´es. Rappelons qu’un ensemble est dit Pfaffien s’il est une feuille d’un
feuilletage analytique re´el. On distingue les quatre cas suivants : hyper-
bolique line´aire, Poincare´-Dulac non line´arisable, selle-noeud, re´sonnant
non line´arisable.
5.1.1. Cas line´aire hyperbolique. Ici ω = λx1 dx2 + x2 dx1, ou` λ ∈
R∗. Le champ dual X = λx1
∂
∂x1
− x2
∂
∂x2
a pour flot ΦX de´fini par
ΦX(t, x1, x2) = (x1 exp (λt), x2 exp (−T )). L’ensemble F
C
ω (R
2) est donne´
par :
FCω (R
2) = {(x1 exp (λ(u + iv)), x2 exp (−(u+ iv))) : x1, x2, u, v ∈ R}
= {(x1 exp (λiv), x2 exp (−iv) : x1, x2, v ∈ R}.
En posant x1 exp (λiv) = X1 + iY1 et x2 exp (−iv) = X2 + iY2 on voit
que :
FCω (R
2) =
{
(X1, Y1, X2, Y2) : arctan
(
Y1
X1
)
+ λ arctan
(
Y2
X2
)
= 0
}
.
En diffe´rentiant et en multipliant par (X21 +Y
2
1 )(X
2
2 +Y
2
2 ) on trouve que
FCω (R
2) est une feuille du feuilletage de´fini par la 1-forme analytique Ω1 :
Ω = (X22 + Y
2
2 )(X1 dY1 − Y1 dX1) + λ(X
2
1 + Y
2
1 )(X2 dY2 − Y2 dX2).
L’ensemble FCω (R
2) est donc Pfaffien. Il est non analytique lorsque λ est
irrationnel. En effet fixons x1 et x2 dans R
+ \ {0}. L’intersection de
FCω (R
2) avec le tore complexe {(z1, z2) : |z1| = x1, |z2| = x2} est la
droite de pente irrationnelle {(x1 exp (λiv), (x1 exp (−iv) : v ∈ R}. On
en de´duit que FCω (R
2) est dense dans R4. Lorsque λ est rationnel, λ = pq ,
avec q ∈ N∗ et p ∈ Z∗, FCω (R
2) est une hypersurface alge´brique donne´e
par Im(zp2z
q
1) = 0.
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5.1.2. Cas Poincare´-Dulac non line´arisable. Le feuilletage est de´fi-
ni ici par la 1-forme ω = (xp2+x1)p dx2−x2 dx1, ou` p ∈ N
∗, dont la com-
plexifie´e admet pour inte´grale premie`re z1
zp
2
−p log z2. L’ensemble F
C
ω (R
2)
est de´crit par :
FCω (R
2) =
{
(z1, z2) : Im
(
z1
zp2
)
− p arg z2 = pkπ, k ∈ Z
}
.
En diffe´rentiant on voit que FCω (R
2) est une feuille du feuilletage de´fini
a` l’origine de R4 par la 1-forme me´romorphe :
Ω = d Im
(
z1
zp2
)
− p
x2 dy2 − y2 dx2
x22 + y
2
2
.
On en de´duit que FCω (R
2) est Pfaffien non analytique. Lorsqu’en parti-
culier p = 1, on a :
Ω = d
(
x2y1 − x1y2
x22 + y
2
2
)
−
x2 dy2 − y2 dx2
x22 + y
2
2
.
5.1.3. Cas des selle-noeuds normalise´s. Dans ce cas le feuilletage
est de´fini par la 1-forme ωp,µ = x
p+1
1 dx2 − x2(1 + µx
p
1) dx1, ou` µ ∈ R.
Son complexifie´, ωCp,µ = z
p+1
1 dz2 − z2(1 + µz
p
1) dz1, admet une inte´grale
premie`re de type Liouville de la forme log z2 +
1
pzp
1
− µ log z1. L’en-
semble FCωp,µ(R
2) s’e´crit alors :
FCω (R
2) =
{
(z1, z2) ∈ C
2/ arg z2 + Im
(
1
pzp1
)
− µ arg z1
= k1π + k2µπ : k1, k2 ∈ Z
}
.
On en de´duit que FCωp,µ(R
2) est une feuille du germe de feuilletage ana-
lytique re´el a` l’origine de R4 de´fini par :
Ω =
x2 dy2 − y2 dx2
x22 + y
2
2
+
1
p
d Im
(
(x1 − iy1)p
(x21 + y
2
1)
p
)
− µ
x1 dy1 − y1 dx1
x21 + y
2
1
.
Ainsi FCωp,µ(R
2) est un ensemble Pfaffien non analytique.
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5.1.4. Cas re´sonnant non line´arisable normalise´. Ici le feuilletage
est donne´ par la 1-forme ω p
q
,k,µ = q[1 + µ(x
p
1x
p
2)
k]x1 dx2 + p[1 + (µ −
1)(xp1x
p
2)
k]x2 dx1 : µ ∈ R. Son complexife´, ωCp
q
,k,µ, posse`de l’inte´grale
premie`re de type Liouville p log z1 − µp log z1 − µq log z2 +
1
k(zp
1
zq
2
)k
. Le
sature´ du plan re´el, FCωp
q
,k,µ
(R2), se de´crit comme suit :
{
(z1, z2) : p(1− µ) arg z1 − qµ arg z2 + Im
(
1
k(zp1z
q
2)
k
)
= p(1− µ)k1π − µqk2π : k1, k2 ∈ Z
}
.
Comme dans le cas pre´ce´dent, en diffe´rentiant, on montre que FCω p
q
,k,µ
(R2)
est une feuille du feuilletage de´fini par :
Ω = −µq
x2 dy2 − y2 dx2
x22 + y
2
2
+ d Im
(
1
kzp1z
q
2
)
+ p(1− µ)
x1 dy1 − y1 dx1
x21 + y
2
1
.
On en de´duit que FCω p
q
,k,µ
(R2) est Pfaffien non analytique.
Remarque 5.1. On voit que ω p
q
,k,µ est le pull-back de la forme normale
formelle d’un selle-noeud par l’application (x1, x2) 7−→ (x
p
1x
q
2, x
p
1).. En
utilisant le fait que pour cette dernie`re, le sature´ de R2 par le feuilletage
complexifie´ associe´, est Pfaffien non analytique on montre ainsi, d’une
autre fac¸on, que FCω p
q
,k,µ
(R2) est Pfaffien non analytique.
5.2. Ensembles FC
ω
(R2) et normalisation.
Le re´sultat ci-dessous ge´ne´ralise le The´ore`me 1.2 donne´ dans l’Intro-
duction. On note que les hypothe`ses sont plus faibles.
The´ore`me 5.1. Soit FRω un germe de feuilletage analytique a` l’origine
de R2, de´fini par une 1-forme analytique ω. Si le 1-jet de ω est e´gal
a` qx1 dx2 + px2 dx1, ou` p ∈ Z∗ et q ∈ N∗, et si FCω (R
2) est une hy-
persurface analytique, FRω posse`de une inte´grale premie`re analytique si
p est positif, et a` conjugaison analytique pre`s une inte´grale premie`re du
type xp1x
q
2 sinon.
Preuve: Soit (f = 0) une e´quation re´duite de l’hypersurface FCω (R
2).
Supposons dans un premier temps que p est positif. Si ω n’e´tait pas
analytiquement line´arisable, il existerait d’apre`s [MarRa2], un diffe´o-
morphisme formel Φˆ, un entier non nul k et un re´el µ tels que :
Φˆ∗ω = Uˆω p
q
,k,µ,
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ou` Uˆ est une unite´ formelle. Le diffe´omorphisme formel Φˆ conjugue
le sature´ FCω (R
2) a` celui de la forme normale FCωp
q
,k,µ
(R2) ; qui est de
ce fait contenu dans l’hypersurface formelle de´finie par (f ◦ Φˆ = 0).
D’apre`s le paragrphe 5.1.4 l’ensemble FCωp
q
,k,µ
(R2) est une feuille d’un
feuilletage analytique F de R4,0. L’hypersurface formelle (f ◦ Φˆ = 0)
est donc une se´paratrice de F . Quitte a` complexifier F et f ◦ Φˆ un
argument de convergence de se´rie formelle [CeMa, The´ore`me 1.1] as-
sure que f ◦ Φˆ est ne´cessairement convergente. Comme on l’a vu l’en-
semble FCωp
q
,k,µ
(R2) est une hypersurface Pfaffienne non analytique. Si
p est ne´gatif et ω ne posse`de pas d’inte´grale premie`re du type xp1x
q
2, alors
il existe un diffe´omorphisme holomorphe Φ tel que :
Φ∗ω = U((xp2 + x1)p dx2 − x2 dx1),
ou` U est une unite´ holomorphe. En substituant Φ a` Φˆ et (xp2+x1)p dx2−
x2 dx1 a` ω p
q
,k,µ, on voit que ce cas ne se pre´sente pas.
Remarque 5.2. En adaptant la preuve du the´ore`me pre´ce´dent, on montre
que si ω est un selle-noeud, alors FCω (R
2) n’est pas une hypersurface
analytique.
L’e´nonce´ qui suit donne une interpre´tation ge´ome´trique de la conver-
gence des normalisantes.
The´ore`me 5.2. Soit FRω un germe de feuilletage analytique a` l’ori-
gine de R2, de´fini par une 1-forme analytique de type hyperbolique ou
selle-noeud ω. Si FCω (R
2) est Pfaffien, alors ω est soit line´arisable soit
analytiquement conjugue´e a` sa forme normale formelle.
Preuve: On peut supposer que FCω (R
2) n’est pas une hypersurface. Con-
side´-rons un syste`me de coordonne´es analytiques re´elles (x1, x2) tel que
x2 = 0 soit l’e´quation re´duite d’une se´paratrice (forte dans le cas selle-
noeud). Soient ε un re´el strictement positif et assez petit, Σε la trans-
versale a` FCω de´finie par (z1 = ε), et h le diffe´omorphisme d’holonomie
de la se´paratrice z2 = 0 e´value´ sur Σε. D’apre`s [MaMo], [MarRa1],
[MarRa2], il suffit de montrer que h est ou bien line´arisable ou bien
holomorphiquement conjugue´ a` sa forme normale formelle.
Puisque FCω (R
2) est Pfaffien il existe un feuilletage analytique re´el G
tel que FCω (R
2) en soit une feuille analytique. Ce dernier fait implique
que les feuilles de G contiennent celles de FCω . En restreignant G a`
Σε, on obtient un germe de feuilletage analytique re´el Fε, au point
de coordonne´es (ε, 0), invariant par h. Soit ̟ε une 1-forme analytique
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re´elle de´finissant Fε. Le diffe´omorphisme h s’e´crit sous la forme h(z2) =
exp (2iπλ)z2+h.o.t., ou` λ est un re´el. Lorsque λ est irrationnel le lemme
suivant assure que h est line´arisable. Si λ est rationnel et h est pe´riodique
un re´sultat classique [MaMo] implique que h est holomorphiquement
line´arisable. Dans le cas ou` λ est rationnel et h n’est pas pe´riodique,
quitte a` ite´rer h, on suppose qu’il est tangent a` l’identite´. D’apre`s le
The´ore`me de normalisation des diffe´omorphismes de C,0 tangents a`
l’identite´ et laissant invariant un feuilletage (voir Appendice), h est ho-
lomorphiquement conjugue´ a` sa forme normale formelle.
Lemme 5.1. Soit h(z2) = exp (2iπλ)z2 + h.o.t., ou` λ est irrationnel.
On suppose qu’il existe un feuilletage analytique re´el F qui est invariant
par h. Alors h est holomorphiquement line´arisable.
Nous allons donner une preuve de ce lemme qui nous a e´te´ sugge´re´e
par A. Lins Neto. Elle utilise le the´ore`me des valeurs interme´diaires. Elle
consiste a` montrer que h admet un domaine invariant, ce qui implique
d’apre`s un re´sultat classique que h est line´arisable.
Preuve: Soient ̟ = a dx2 + b dy2 une 1-forme a` singularite´ isole´e de´fini-
ssant F et ̟⊥ = b dx2−a dx2. Conside´rons un diffe´omorphisme formel ϕˆ
qui conjugue h a` sa partie line´aire :
x2 + iy2 = ϕˆ(xˆ2 + iyˆ2) = P (xˆ2, yˆ2) + iQ(xˆ2, yˆ2),
ou` P et Q sont des se´ries formelles qui ve´rifient les conditions de Cauchy
Riemann. Remarquons que puisque h est holomorphe, pour tout couple
non nul de re´els (α, β), le feuilletage Fα,β de´fini par α̟+β̟⊥ est inva-
riant par h ; c’est une conse´quence des conditions de Cauchy-Riemann.
On a en effet les relations :
ϕˆ∗̟ =
(
a ◦ ϕˆ
∂P
∂xˆ2
+ b ◦ ϕˆ
∂Q
∂xˆ2
)
dx2 +
(
a ◦ ϕˆ
∂P
∂yˆ2
+ b ◦ ϕˆ
∂Q
∂yˆ2
)
dy2
= aˆ1 dxˆ2 + bˆ1 dyˆ2
ϕˆ∗̟⊥ =
(
b ◦ ϕˆ
∂P
∂xˆ2
− a ◦ ϕˆ
∂Q
∂xˆ2
)
dx2 +
(
b ◦ ϕˆ
∂P
∂yˆ2
− a ◦ ϕˆ
∂Q
∂yˆ2
)
dy2
= bˆ1 dxˆ2 − aˆ1 dyˆ2.
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En posant lˆ1 = xˆ2aˆ1 + yˆ2bˆ1 et lˆ2 = −xˆ2bˆ1 + yˆ2aˆ1 on obtient :
ϕˆ∗̟ =
lˆ1
xˆ22 + yˆ
2
2
(xˆ2 dxˆ2 + yˆ2 dyˆ2) +
lˆ2
xˆ22 + yˆ
2
2
(yˆ2 dxˆ2 − xˆ2 dyˆ2)
ϕˆ∗̟⊥ = −
lˆ2
xˆ22 + yˆ
2
2
(xˆ2 dxˆ2 + yˆ2 dyˆ2) +
lˆ1
xˆ22 + yˆ
2
2
(yˆ2 dxˆ2 − xˆ2 dyˆ2).
Si lˆ2 (resp. lˆ1) est identiquement nulle le feuilletage F (resp. F
0,1) ad-
met une inte´grale premie`re de type Morse formelle. On en de´duit qu’il
admet une inte´grale premie`re de Morse convergente ; et par suite h ad-
met un domaine invariant. Dans la suite on suppose que ni lˆ1 ni lˆ2 n’est
identiquement nulle. L’invariance de ϕˆ∗F par zˆ2 7−→ exp (2iπλ)zˆ2 im-
plique que lˆ1
lˆ2
(xˆ2, yˆ2) = lˆ(xˆ
2
2 + yˆ
2
2), ou` lˆ appartient au corps des fractions
de R[[x]]. En remplac¸ant, si ne´cessaire, F par le feuilletage orthogo-
nal F0,1, on suppose que lˆ est une se´rie formelle. Quitte a` conside´rer
de nouveau le feuilletage F1,lˆ(0) on se rame`ne au cas ou` lˆ(0) = 0. On
en de´duit que le 1-jet de ̟ s’e´crit a` isomorphisme line´aire pre`s sous la
forme y2 dx2 − x2 dy2 et celui de ̟⊥ sous la forme x2 dx2 + y2 dy2. En
particulier ̟ est line´arisable. Si ̟⊥ est a` configuration centrale, alors
h admet un domaine invariant. Dans le cas contraire conside´rons un voi-
sinage U de (0, 0) assez petit et un point P de coordonne´es (x2, 0) proche
et distinct de (0, 0). Puisque les feuilletages Fα,1 sont monodromiques, la
feuille de ce feuilletage qui passe par P recoupe l’axe des x2 une premie`re
fois en un point Pα de coordonne´es (h(α, x2), 0), h(α, x2) de´pendant ana-
lytiquement de α. Suivant que α tend vers +∞ ou −∞ la feuille Fα,1
passant par P est attire´e ou expulse´e de U . On en de´duit qu’il existe deux
re´els α0 et α1 tels que les points (h(α0, x2), 0) et (h(α1, x2), 0) se trouvent
de part et d’autre de P . Le the´ore`me des valeurs interme´diaires assure
qu’il existe un orbite pe´riodique pour Fα1,1ε ; et donc un domaine inva-
riant pour h. On aurait pu e´voquer le The´ore`me de Poincare´-Andronov-
Hoph [HK] pour nous assurer d’une valeur de α pour laquelle il existe
une orbite pe´riodique.
La preuve du the´ore`me pre´ce´dent donne en fait l’e´nonce´ suivant :
Corollaire 5.1. Soit ω une 1-forme holomorphe re´duite a` l’origine
de C2. Si les feuilles de FCω sont contenues dans celles d’un feuilletage
analytique re´el a` l’origine de R4 ≃ C2, alors ω est holomorphiquement
normalisable.
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Preuve: Il suffit de remarquer que le ge´ne´rateur d’holonomie, d’une se´-
paratrice forte de FCω , laisse invariant un feuilletage analytique re´el a`
l’origine de R2 et proce´der comme dans la preuve du The´ore`me 5.2.
Proposition 5.1. Soit FRω un germe de feuilletage analytique a` l’ori-
gine de R2, de´fini par une 1-forme analytique de type elliptique ω. Si
FCω (R
2) est Pfaffien, alors ω est soit line´arisable soit analytiquement
normalisable.
Preuve: Soit Π: C˜2,0 7−→ C
2
,0 le morphisme d’e´clatement de l’origine
de C2 muni des cartes (z1, t) et (s, z2). Conside´rons le lacet γ d’indice 1
autour de la singularite´ P , de coordonne´es (i, 0) dans la carte (s, z2), et
de support R˜2,0 ∩Π
−1{(0, 0)}. Notons h le diffe´omorphisme d’holonomie,
e´value´ sur la transversale Σ : s = 1, associe´ a` γ. Dans la coordonne´e z2,
h s’e´crit sous la forme h(z2) = αz2+h.o.t., ou` α appartient a` ]−∞, 0[. Si
α est en plus diffe´rent de −1 un calcul e´le´mentaire montre que le rapport
des valeurs propres du 1-jet de ωC est non re´el. On conclut alors, par
Poincare´, que ω est analytiquement line´arisable. Si α = −1 l’application
premier retour de Poincare´ s’e´crit h2(z2) = z2 + h.o.t. ; s’il est l’identite´
on est en pre´sence d’un centre analytique non de´ge´ne´re´. Le The´ore`me de
Poincare´-Lyapounov assure alors, que ω est analytiquement line´arisable.
Dans le cas contraire h2 est tangent a` l’identite´. Puisque FCω (R
2) est
Pfaffien la restriction a` Σ de son e´clate´ strict par Π de´finit un feuille-
tage invariant par h2. D’apre`s ce qui pre´ce`de h2 est holomorphiquement
normalisable. On en de´duit, par suite, que le ge´ne´rateur d’holonomie de
chacune des se´paratrices de FCω est holomorphiquement normalisable.
Donc ω est analytiquement normalisable.
6. Appendice : The´ore`me de normalisation pour les
diffe´omorphismes holomorphes par J. Ribo´n
Soit Diff1(C, 0) le groupe forme´ par l’identite´ de C et des e´le´ments de
Diff(C, 0) qui lui sont tangents. Conside´rons un e´le´ment ϕ de Diff1(C, 0)\
{Id}. Il s’e´crit sous la forme ϕ(z) = z +
∑
j=ν+1 ajz
j , ou` ν appartient
a` N et aν+1 6= 0. On de´finit :
Ds(ϕ) =
{
λ ∈ S1 :
aν+1
|aν+1|
λν = −s
}
pour s ∈ {−1, 1} et D(ϕ) = D−1(ϕ) ∪D1(ϕ). Une demi-droite λR+ est
pre´serve´e par z+aν+1z
ν+1 pour λ appartenant a` D(ϕ). Plus pre´cise´ment
limk→∞(z + aν+1z
ν+1)sk|λR+ = 0 si λ appartient a` Ds(ϕ). Le diffe´omor-
phisme ϕ est une petite de´formation de z + aν+1z
ν+1. Etant donne´ un
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voisinage ouvert U de 0, on de´finit :
VU (λ) =
{
z ∈ U \ {0} : ϕjs(z) ∈ U, ∀ j ∈ Z≥0
et lim
j→∞
(
ϕsj ,
ϕsj
|ϕsj |
)
(z) = (0, λ)
}
pour λ appartenant a` Ds(ϕ). Les ouverts VU (λ) sont des pe´tales qui
donnent la structure locale de ϕ en fleur. On supposera toujours que
U est suffisamment petit. On a pour tout ε > 0 :
– ∪λ∈D(ϕ)VU (λ) ∪ {0} est un voisinage de 0.
– VU (λ) contient un secteur (0, δ(ε))λ exp (i(
−pi
ν+ε ,
pi
ν+ε)).
– VU (λ) ∩ VU (λ exp (
ipi
ν )) contient un secteur (0, δ(ε))λ exp (iε,
ipi
ν+ε).
– VU (λ)∩VU (µ) 6= ∅ si et seulement si µ ∈ {λ exp(
−ipi
ν ), λ, λ exp(
ipi
ν )}.
Soit Xˆ le ge´ne´rateur infinite´simal de ϕ, il est un champ de vecteurs
formel, c’est’a` dire une de´rivation de l’ide´al maximal mˆ de C[[z]] tel que
ϕ = exp (Xˆ). Notons Xˆ = logϕ. Soit θ l’ope´rateur de´fini sur mˆ par :
g → g ◦ ϕ− g.
On a Xˆ(g) =
∑∞
j
(−1)j+1Θj(g)
j pour g ∈ mˆ ; la se´rie e´tant convergente
pour la topologie de Krull. Etant donne´ un pe´tale VU (λ) de ϕ il existe un
unique champ de vecteurs holomorphe Xϕ,λ ∈ H(VU (λ)), qui ne de´pend
pas de U , tel que pour tout ε > 0 on a :
– ϕ = exp (Xϕ,λ),
– logϕ est, dans les secteurs (0, δ(ε))λ exp (i( −piν+ε ,
pi
ν+ε )), un de´velop-
pement ν-Gevrey de Xϕ,λ.
En conse´quence ϕt = exp (t logϕ) est un de´veloppement ν-Gevrey de
exp (tXϕ,λ) dans les secteurs (0, δ(ε))λ exp (
−ipi
ν+ε ,
ipi
ν+ε) pour tout ε > 0
et t ∈ C.
The´ore`me 6.1. Soit ϕ ∈ Diff1(C, 0) \ {Id}. On suppose qu’il existe
un germe de feuilletage analytique re´el FRω , de´fini par une 1-forme a`
singularite´ isole´e, tel que ϕ∗F = F . Alors ϕ est holomorphiquement
normalisable.
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On remarque que ϕ est holomorphiquement normalisable si son ge´ne´-
rateur infinite´simal formel logϕ est un champ de vecteurs holomorphe
au voisinage de 0. Le lemme suivant est classique :
Lemme 6.1. Soit ϕ un e´le´ment de Diff1(C, 0) \ {Id}. On a :
ϕt(x1, x2) =

x1 + ∑
j+k≥ν+1
A1j,k(t)x
j
1x
k
2 , x2 +
∑
j+k≥ν+1
A2j,k(t)x
j
1x
k
2)


pour t ∈ R ou` Alj,k(t) ∈ R[t] pour j + k ≥ ν + 1 et l ∈ {1, 2}.
Lemme 6.2. Soit ϕ un e´le´ment de Diff1(C, 0) \ {Id} qui pre´serve le
feuilletage analytique re´el Fω. Alors (ϕt)∗ω ∧ ω = 0 pour tout t ∈ R.
En particulier on a Lℜ(log(ϕ))ω ∧ ω = 0, ou` ℜ(∗) et ℑ(∗) de´signent
respectivement les parties re´elle et imaginaire du champ de vecteurs
∗ = (ℜ(∗)− iℑ(∗))/2.
Preuve: La 2-forme (ϕt)∗ω ∧ ω est de la forme :
 ∑
j+k≥0
Bj,k(t)x
j
1x
k
2

 dx1 ∧ dx2
ou`Bj,k(t) appartient a` R[t] pour j+k ≥ 0. Le diffe´omorphisme ϕ pre´serve
ω = 0 ; on en de´duit que (ϕt)∗ω ∧ ω = 0 pour tout t ∈ Z. Chaque
polynoˆme Bj,k s’annule sur Z, on obtient (ϕ
t)∗ω ∧ ω = 0 pour tout
t ∈ R. La de´finition de la de´rive´e de Lie Lℜ(logϕ)ω = limt∈R, t→0
(ϕt)∗ω−ω
t
implique que Lℜ(logϕ)ω ∧ ω = 0.
Remarque 6.1. En ge´ne´ral on a Lℑ(logϕ)ω ∧ ω 6= 0. Soit ϕ = exp (z
2 ∂
∂z ).
Le flot complexe ϕt(z) = z1−tz satisfait (
−1
z )◦ϕ
t = −1z +t pour tout t ∈ C.
Le feuilletage F d’inte´grale premie`re me´romorphe
Re
(
−1
z
)
+
[
Im
(
−1
z
)]2
=
−x1
x21 + x
2
2
+
x22
(x21 + x
2
2)
2
est tel que (ϕt)∗ω∧ω = 0 pour t ∈ R, mais (ϕt)∗ω∧ω 6= 0 pour t ∈ C\R.
Lemme 6.3. Soit ϕ un e´le´ment de Diff1(C, 0) \ {Id} qui pre´serve le
feuilletage analytique re´el FRω . Alors on a exp (tXϕ,λ)
∗
ω ∧ ω = 0 pour
tout t ∈ R et λ ∈ D(ϕ).
Preuve: Fixons un re´el t de R et λ dans Ds(ϕ). Le caracte`re Gevrey
de exp (tXϕ,λ) implique que (ϕ
t)∗ω est le de´veloppement asymptotique
de exp (tXϕ,λ)
∗ω dans les secteurs (0, δ(ε))λ exp (−ipiν+ε ,
ipi
ν+ε ) pour tout ε >
0. En particulier exp (tXϕ,λ)
∗
ω ∧ ω est plate, pour tout ε > 0, dans les
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secteurs (0, δ(ε))λ exp (−ipiν+ε ,
ipi
ν+ε ) ; c’est une conse´quence du Lemme 6.2.
Posons ω = a(x1, x2) dx1 + b(x1, x2) dx2 et |ω|(x1, x2) = a(x1, x2)2 +
b(x1, x2)
2. Notons que l’ensemble (|ω| = 0) est contenu dans {(0, 0)}.
Il existe alors β ∈ R+ tel que |ω|(x1, x2) ≥ C0|x1, x2|β au voisinage
de 0 pour un certain C0 > 0. Le minimum des choix possibles de β est
un exposant de Lojasiewicz. L’ordre de ϕ(z) − z est plus grand que 1 ;
on en de´duit que (ϕt)∗ω est de la forme hˆtω pour une certaine hˆt ∈
R[[x1, x2]] telle que hˆt(0, 0) = 1. Par conse´quent, e´tant donne´ ε > 0 on
a | exp (tXϕ,λ)
∗
ω|(x1, x2) ≥ C0|x1, x2|β/2 pour (x1, x2) assez proche de
(0, 0) dans le secteur (0, δ(ε))λ exp (−ipiν+ε ,
ipi
ν+ε ). La discussion pre´ce´dente
implique que :
(3)
lim(x1,x2)∈λ exp (−ipiν+ε ,
ipi
ν+ε
),(x1,x2)→(0,0)
|i ∂
∂x2
i ∂
∂x1
(exp(tXϕ,λ)
∗ω∧ω)|
|ω|| exp(tXϕ,λ)∗ω|
(x1, x2)=0,
pour tout ε > 0. Soit α(x1, x2) l’angle entre l’espace tangent a` ω et l’es-
pace tangent a` exp (tXϕ,λ)
∗ω au point (x1, x2). Le diffe´omorphisme ϕ
pre´serve les feuilletages de´finis par ω et exp (tXϕ,λ)
∗ω. Comme ϕ est
conforme on obtient α ◦ ϕ = α. L’e´quation (3) est e´quivalente a` la sui-
vante :
lim
(x1,x2)∈λ exp (
−ipi
ν+ε
, ipi
ν+ε
),(x1,x2)→(0,0)
α(x1, x2) = 0.
On en de´duit que limj→∞ α◦ϕjs = 0 et donc exp (tXϕ,λ)
∗ω∧ω = 0.
Lemme 6.4. Soit ϕ un e´le´ment de Diff1(C, 0) \ {Id} qui pre´serve le
feuilletage FRω . On fixe λ ∈ D(ϕ). Alors il existe un voisinage U de 0
tel que les feuilletages associe´s aux champs de vecteurs ℜ(Xϕ,λ) et
ℜ(Xϕ,λ exp (ipi/ν)) coincident dans VU (λ) ∩ VU (λ exp (iπ/ν)).
Preuve: Soit Y0 = b(x1, x2)
∂
∂x1
− a(x1, x2)
∂
∂x2
un champ de vecteurs, a`
singularite´ isole´, induisant le feuilletage FRω . On de´finit Yθ comme e´tant
exp (iθ)Y0 pour tout θ ∈ R. Plus pre´cisemment on a :
Yθ = (a(x1, x2) sin θ + b(x1, x2) cos θ)
∂
∂x
+ (−a(x1, x2) cos θ + b(x1, x2) sin θ)
∂
∂x2
.
Soit Fθ le feuilletage induit par Yθ. Le diffe´omorphisme ϕ est conforme
et laisse invariant FRω ; on en de´duit que ϕ
∗Fθ = Fθ pour tout θ ∈ R.
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Notons λ′ = λ exp(iπ/ν). Fixons un voisinage ouvert W de 0. On
conside`re un autre voisinage ouvert U de 0, contenu dans W , tel que
exp (tXϕ,µ)(x1, x2) est bien de´fini et appartient a` W pour tout µ ∈
{λ, λ′}, tout t ∈ R et tout (x1, x2) ∈ VU (λ) ∩ VU (λ′). On fixe (x1, x2) ∈
VU (λ) ∩ VU (λ′). Soit Lµ la trajectoire de ℜ(Xϕ,µ) qui passe par (x1, x2)
pour µ ∈ {λ, λ′}. Il suffit de prouver que Lλ = Lλ′ . Il existe θ(µ) ∈ [0, π)
tel que Yθ(µ) est tangent a` ℜ(Xϕ,µ) au point (x1, x2) pour µ ∈ {λ, λ
′}.
L’application exp(tXϕ,µ) preserve les feuilletages donne´s par ℜ(Xϕ,µ) et
Yθ(µ) pour µ ∈ {λ, λ
′} et t ∈ R d’apre`s le Lemme 6.3. Cela implique que
Lµ est tangent a Yθ(µ) a` tout point de Lµ. En particulier on obtient que
Lµ est une feuille de Yθ(µ) pour tout µ ∈ {λ, λ
′}. Il suffit de montrer que
θ(λ) = θ(λ′).
On suppose que θ(λ) 6= θ(λ′). L’ensemble Lλ ∪ {0} est une courbe
ferme´e et simple, elle de´finit deux re´gions. Les champs Yθ(λ) et Yθ(λ′) sont
transverses en dehors de l’origine. On en de´duit que le champ Yθ(λ′)
pointe toujours soit vers l’inte´rieur, soit vers l’exte´rieur a` Lλ. Ceci im-
plique que ♯Lθ(λ) ∩ Lθ(λ′) = 1. Ce qui contredit le fait que ϕ
j(x1, x2)
appartient a` Lθ(λ) ∩ Lθ(λ′) pour tout j ∈ Z.
Preuve du The´ore`me 5.1: On fixe un ouvert U contenant 0. Soit ψλ une
fonction holomorphe telle que Xϕ,λ(ψλ) = 1 dans VU (λ) pour λ ∈ D(ϕ).
Les applications :
φλ = exp (2iπz) ◦ ψλ exp (ipi/ν) ◦ ψ
−1
λ ◦
1
2iπ
log(z)
pour λ ∈ D(ϕ), donnent la collection d’applications de recollement des
chapelets de spheres de Martinet-Ramis. L’application φλ est un germe
de diffe´omorphisme analytique complexe soit en 0 ∈ C si λ ∈ D−1(ϕ),
soit en ∞ ∈ P1 si λ ∈ D1(ϕ). Les trajectoires de ℜ(Xϕ,λ) sont de la
forme Im g(ψλ) = 0, en conse´quence |φλ|(z) est une fonction de |z| pour
tout λ ∈ D(ϕ). On en de´duit que φλ est une application line´aire pour
tout λ ∈ D(ϕ). Tous les recollements e´tant line´aires le diffe´omorphisme
ϕ est analytiquement normalisable.
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